Elemento diferencial de superficie

Veamos co6mo se puede obtener el diferencial de superficie segiin venga definida la superficie S.

Superficie dada por z = f(z,y)

Tomamos la superficie S imagen de z = f(z,y), con f(x,y) de clase C". El objetivo es encontrar una aproximacion del drea de S que se proyecta
sobre un rectdngulo dado. Las dimensiones de ese rectadngulo, que llamaremos AR, son Az y Ay.

Puesto que la superficie mas parecida a S es su plano tangente, lo utilizaremos en esta aproximacién. Tomaremos el plano tangente que pasa por
un punto P, (mo,yo, f(mo,yo)) y de él recortaremos la porcién que se proyecta sobre el rectdngulo AR.
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Como un vector normal a la superficie S en Pes N = (—f;(mo,yu), —f,y (ZoyYo)s 1) , podemos escribir
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luego
AT=|N|AR = \/f.(@,9)" + f,(2,9)* + 1 Az Ay

Cuando las dimensiones de AR tiendan a cero, AT tenderd al llamado elemento diferencial de superficie:

aS = \/1.(@,9)” + £y (2,9)" + 1 dady

Superficie dada por F(z,y,z) =0
Si la superficie viene expresada por una funcién implicita, F(;z:,y7 z) =0, con F'de clase 01 siendo F; # 0, el vector normal en cada punto es
F, F,
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El elemento diferencial de superficie es:

dsS = dzdy
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Superficie dada en paramétricas

Si la superficie viene expresada por la imagen de unas ecuaciones paramétricas:
z = z(u,v)
r(u,v) : { y=y(u,v) (u,v) €ER
z = z(u,v)
los dos vectores tangentes a la superficie por el punto (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) son
ry = (24w, v),5,(w,v), 24, (w,0)) ¥ 1y = (24(u,0), 45 (4,v), 24 (u, v))

y el vector normal es

N=r,xr,

El area de la porcién de plano tangente que se proyecta en AR es

AT = |r(P) X ry(P)|AuAv

Cuando Au — 0y Av — 0, entonces AT — dS, por lo que la expresion para el diferencial de superficie es

dS = |ry xry|dudv
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